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Ëåêöèÿ 1.

1.1 Ãðóïïû. Ãðóïïû ñèììåòðèé è ìàòðè÷íûå ãðóïïû.
Àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû. Àêñèîìû ãðóïïû. Ïîäãðóïïû. Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ

àáåëåâîé (èëè êîììóòàòèâíîé), åñëè xy = yx äëÿ âñåõ x, y ∈ G . Ïðèìåðû ãðóïï ñ ÿâ-
íûì îïèñàíèåì ýëåìåíòîâ: Z2 = {1,−1},Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C (îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ),
R+ = {x ∈ R

∣∣ x > 0},T = {z ∈ C
∣∣ |z| = 1} , ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ (îáðàòèìûõ)

ìàòðèö. Âñå ýòè ãðóïïû, êðîìå ãðóïï ìàòðèö, ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòèâíûìè.
Îñíîâíîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ãðóïï: G åñòü ÷àñòü âçàèìíîîäíîçíà÷íûõ îòîáðàæå-

íèé íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M íà ñåáÿ, ñîõðàíÿþùàÿ íåêîòîðûå ðàâåíñòâà. Ïðèìåðû:
1) ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìíîîäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà M íà ñåáÿ îá-

ðàçóåò ãðóïïó, íàçûâàåìóþ ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê (ýëåìåíòîâ) ìíîæåñòâà M ; â
÷àñòíîñòè, åñëè M ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, òî ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ãðóïïîé Σn . Åñëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èç n çàíóìåðîâàòü, òî ïåðåñòàíîâêó
åãî ýëåìåíòîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(
1 2 3 . . . n− 1 n
i1 i2 i3 . . . in−1 in

)
, êîòîðàÿ îçíà÷àåò,

÷òî ýëåìåíò ñ íîìåðîì 1 îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò ñ íîìåðîì i1 , ýëåìåíò ñ íîìåðîì
2 îòîáðàæàåòñÿ â ýëåìåíò ñ íîìåðîì i2 , ...., ýëåìåíò ñ íîìåðîì n îòîáðàæàåòñÿ â
ýëåìåíò ñ íîìåðîì in .

2) ãðóïïà ñèììåòðèé ãðàôà, ìíîãîóãîëüíèêà, ìíîãîãðàííèêà è ò.ï.: ãðóïïà âçàèì-
íîîäíîçíà÷íûõ (îáû÷íî, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ) îòîáðàæåíèé ãðàôà, ìíîãîóãîëü-
íèêà, ìíîãîãðàííèêà è ò.ï. íà ñåáÿ, ïðè êîòîðîì âåðøèíû ïåðåõîäÿò â âåðøèíû,
ðåáðà â ðåáðà, ãðàíè ðàçìåðíîñòè k â ãðàíè ðàçìåðíîñòè k . Ýòè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ
ïîäãðóïïàìè ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê âåðøèí.

3) îáùàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(n,R) � ãðóïïà âçàèìíîîäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
âåêòîðíîãî (ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà Rn , ñîõðàíÿþùèõ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòî-
ðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà. Ïîñëå âûáîðà áàçèñà â Rn îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé
âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ n×n ìàòðèö â âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

4) ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(n,R) � ïîäãðóïïà ãðóïïû GL(n,R) , ñîñòî-
ÿùàÿ èç ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, ñîõðàíÿþùèõ îáúåì è îðèåíòàöèþ ïðîñòðàíñòâà.
Ïîñëå âûáîðà áàçèñà â Rn îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé âñåõ íåâûðîæäåííûõ êâàä-
ðàòíûõ n× n ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ îïðåäåëèòåëåì 1.
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5) îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà O(n) � ïîäãðóïïà ãðóïïû SL(n,R) , ñîñòîÿùàÿ èç ëè-
íåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèÿ (=ãðóïïà âðàùåíèé ïðîñòðàíñòâà
Rn ). Ïîñëå âûáîðà áàçèñà â Rn îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìàòðèöàìè, ñòîëáöû (ñòðîêè) êî-
òîðûõ îáðàçóþò îðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ.

6) ñïåöèàëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà SO(n) = SL(n,R)∩O(n) � îðòîãîíàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Rn ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

×òîáû çàäàòü ãðóïïó, íåîáÿçàòåëüíî âûïèñûâàòü âñå ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû, äî-
ñòàòî÷íî óêàçàòü íàáîð ýëåìåíòîâ, èç ðàçíîîáðàçíûõ ïðîèçâåäåíèé êîòîðûõ ìîæíî
ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû (òàêîé íàáîð íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì îáðàçóþùèõ
ãðóïïû) è óêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè îáðàçóþùèå.

Çàäà÷à 1. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Σn îáîçíà÷èì ei ïåðåñòàíîâêó i -ãî ýëå-
ìåíòà ìíîæåñòâà M = {x1, x2, . . . , xn} ñ (i− 1) -ûì ýëåìåíòîì. Äîêàçàòü

1) ýëåìåíòû ei (i=2,3,. . . ,n) ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó Σn ;
2) ýëåìåíòû ei óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

eiej = ejei, åñëè |i− j| ≥ 2 è ei+1eiei+1 = eiei+1ei (i = 1, 2, . . . , n− 1) (1)

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Σn ñîñòîèò èç n! ýëåìåíòîâ è ÿâëÿåòñÿ
ãðóïïîé ñ n− 1 îáðàçóþùèìè ei è ñîîòíîøåíèÿìè (1).

Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà Σ3 .
Çàäà÷à 3. Ñèììåòðèè êâàäðàòà [−1, 1]×[−1, 1] ïîðîæäàþòñÿ ïîâîðîòîì t íà óãîë

π/2 , îòðàæåíèÿìè d,D îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëåé [(−1,−1), (1, 1)] è [(−1, 1), (1,−1)] ,
è îòðàæåíèÿìè v, h îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Íàéòè ïîðÿ-
äîê ýòèõ ýëåìåíòîâ, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë t2 è äîêàçàòü

1) hv = t2 (îòñþäà vh = t2 ), dD = t2 (îòñþäà Dd = t2 ), dh = t (îòñþäà
hd = t−1 ), Dv = t (îòñþäà vD = t−1 );

2) ñëåäñòâèå 1): ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ ýëåìåíòàìè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà d è h ;

3) ïåðåñòàíîâêà âåðøèí
(

1 2 3 4
1 3 2 4

)
íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé êâàäðàòà è ïîòî-

ìó ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïîé ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû Σn .

Çàäà÷à 4. Ïðîñìîòðåòü èçó÷åíèå îáùåãî ñëó÷àÿ ãðóïïû ñèììåòðèé ïðàâèëüíîãî
n -óãîëüíèêà (íàçûâàåìîé ãðóïïîé äèýäðà Dn ), ïðîâåäåííîå ó÷åáíèêå À. È. Êîñòðè-
êèíà (ñòð. 327�328). Â ÷àñòíîñòè, çàïîìíèòü, ÷òî ãðóïïà Dn ïîðîæäàåòñÿ äâóìÿ
îáðàçóþùèìè, öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé a âåðøèí è îòðàæåíèåì b îòíîñèòåëüíî
îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð è îäíó èç âåðøèí, óäîâëåòâîðÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿì
{an = 1, b2 = 1, abab = 1} . Ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò äëÿ ãðóïïû D4 ñèììåòðèé êâàäðàòà.
1.2 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï.

Ãîìîìîðôèçìîì f : G → G′ ãðóïïû G â ãðóïïó G′ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå,
òàêîå, ÷òî f(xy) = f(x)f(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ G . Ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàç Im f ãîìî-
ìîðôèçìà è ÿäðî Ker f ãîìîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè, è ÷òî f(1) = 1 .
Âçàèìíîîäíîçíà÷íûé ãîìîìîðôèçì íà âñþ ãðóïïó íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Èçî-
ìîðôèçì ãðóïïû íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì.

Ïðèìåð. ×åòíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè ðàâíà 1 , åñëè ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç ýòîé ïåðåñòàíîâêè òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè, åñòü ÷åòíîå
÷èñëî, è ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè ðàâíà −1 , åñëè óêàçàííîå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé åñòü
íå÷åòíîå ÷èñëî. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ïåðåñòàíîâ-
êå åå ÷åòíîñòü, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. ßäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ñîñòîÿùåå èç
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÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé An (An ).
Ãðóïïà An çàìå÷àòåëüíà òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ñîäåð-
æèò íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, êðîìå òðèâèàëüíûõ: 1 è An .

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Inta(x) = axa−1 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì
ãðóïïû. Ýòîò àâòîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì, ïîðîæäåííûì
ýëåìåíòîì a .

Ïîäãðóïïà H ⊆ G íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè aH = Ha èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,
aHa−1 = H äëÿ âñåõ a ∈ G .

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé.

Ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.
Ïîäãðóïïà áóäåò íîðìàëüíîé åñëè, è òîëüêî åñëè, ëþáîé âíóòðåííèé àâòîìîðôèçì
ãðóïïû ïåðåâîäèò ýòó ãðóïïó â ñåáÿ. Ïîýòîìó íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ðàíüøå ÷àñòî
íàçûâàëè èíâàðèàíòíûìè ïîäãðóïïàìè.

Ïðèìåðû. Ïðèíöèï: ïðîñòåéøèå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìàìè èëè êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè ãîìîìîðôèçìîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåííàÿ
ôóíêöèÿ f(x) = xa åñòü àâòîìîðôèçì R+ → R+ ; ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) = ax

åñòü èçîìîðôèçì àääèòèâíîé ãðóïïû R íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó R+ ; îáðàò-
íàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ g(x) = loga x åñòü èçîìîðôèçì
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû R+ → R ; ôóíêöèè cos x è sin x ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàò-
íûìè ôóíêöèÿìè ãîìîìîðôèçìà exp : R íà→ T ⊆ C , ÷òî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå
Ýéëåðà eit = cos t + i sin t . Åñëè âèäîèçìåíèòü íåìíîãî îòîáðàæåíèå exp è ðàññìîò-
ðåòü îòîáðàæåíèå ẽxp(t) = e2πit , òî â ýòîì ñëó÷àå â åäèíèöó ïåðåõîäÿò âñå öåëûå
÷èñëà, ò.ê. e2πit = 1 äëÿ t ∈ Z , ò.å. Ker ẽxp = Z . Îáû÷íî ñèòóàöèè òàêîãî ðîäà
çàïèñûâàþò â âèäå Z→ R gexp−→ T ⊆ C .

Ëåêöèÿ 2.

2.1 Ïðîèçâåäåíèå ãðóïï è ïîðÿäîê ãðóïïû.
Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ãðóïï G è G′ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî G×G′ , ñîñòî-

ÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïàð (a, a′), a ∈ G, a′ ∈ G′ , ñ ñëåäóþùåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
(a, a′) · (b, b′) = (aa′, bb′) . Â ñëó÷àå àääèòèâíîé çàïèñè, ýòî ìíîæåñòâî ïàð íàçûâàåòñÿ
(ïðÿìîé) ñóììîé ãðóïï G è G′ è îáîçíà÷àåòñÿ G ⊕ G′ . Ïîðÿäêîì ãðóïïû G íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî |G| ýëåìåíòîâ ýòîé ãðóïïû. Ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g ∈ G íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k , òàêîå, ÷òî gk = 1 .

Íàïðèìåð, ïîðÿäîê ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîðÿäêîâ ñîìíîæè-
òåëåé: |G×G′| = |G||G′| . Ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì
g ∈ G ðàâåí ïîðÿäêó ýëåìåíòà g .

Çàäà÷è. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà 1) R+ = R/{1,−1} ; 2) R = R+×{1,−1} ; 3)T/{1,−1} =
T ; 4)C∗ = C \ {0} = T× R .

Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïîðÿäêîâ ãðóïï.
Òåîðåìà 1. Åñëè H åñòü ïîäãðóïïà ãðóïïû G , òî |G| = |G/H||H| .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, êëàññû ñìåæíîñòè îáðàçóþò ðàçáèåíèå ãðóïïû G

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îäíî è òîæå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ, |H| . ×èñëî êëàññîâ ñìåæíîñòè åñòü |G/H| , îòêóäà |G| = |G/H||H| .

Ñëåäñòâèå. (Òåîðåìà Ëàãðàíæà). Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû äåëèòñÿ íà ïîðÿäîê
êàæäîé ñâîåé ïîäãðóïïû. Â ÷àñòíîñòè, ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû äåëèò ïî-
ðÿäîê ãðóïïû.
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2.2 Êëàññû ñìåæíîñòè è ôàêòîð-ãðóïïû.
Ìíîæåñòâî aH = {ah

∣∣ h ∈ H} íàçûâàåòñÿ (ëåâûì) êëàññîì ñìåæíîñòè ýëåìåíòà
a îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H . Êëàññû ñìåæíîñòè èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïà-
äàþò: åñëè z ∈ aH ∩ bH , òî z = ah = bh′ äëÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ h, h′ ∈ H è
ïîòîìó ahh−1H = bh′h−1H . Ìíîæåñòâî êëàññîâ ñìåæíîñòè íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
ìíîæåñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ G/H .

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå x ∼ y ⇔ x−1y ∈ H ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè, è ÷òî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ýòîìó îòíîøåíèþ ñîâïàäàþò ñ
êëàññàìè ñìåæíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, íàì óäàëîñü ââåñòè â ôàêòîð-ìíîæåñòâî ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó, òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå θ : G → G′ = G/H , ñîïîñòàâëÿþùåå
ýëåìåíòó a ∈ G êëàññ ñìåæíîñòè θ(a) = aH , ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì. Òîãäà, êàê
ìû çíàåì (ñì. çàäà÷ó 5) ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà θ äîëæíî áûòü íîðìàëüíîé ïîä-
ãðóïïîé. Èòàê, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðåâðàùåíèÿ ôàêòîð-ìíîæåñòâà G/H â ãðóïïó
åñòü íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì. Ïðåäïîëîæèì H íîðìàëüíàÿ
ïîäãðóïïà è äëÿ êëàññîâ ñìåæíîñòè aH, bH ïîëîæèì aH · bH = abH . Íàäî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé a, b ýòèõ êëàññîâ.
Åñëè a′ ∈ aH, b′ ∈ bH äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè, òî a′ = ah1, b

′ = bh2 äëÿ íåêîòîðûõ
ýëåìåíòîâ h1, h2 ∈ H . Òîãäà a′b′H = ah1bh2H = ah1bH = ah1Hb = aHb = abH , ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Èòàê, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ôàêòîð-ìíîæåñòâå G/H ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ, ñîãëàñîâàííóþ â îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ â ãðóïïå G íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðóïïà G áûëà íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé.

Åñëè óêàçàí ãîìîìîðôèçì ãðóïïû ϕ : G
íà−→ G′ íà ãðóïïó G′ , òî ôàêòîð-ãðóïïà

G/H äëÿ H = Ker ϕ èçîìîðôíà ãðóïïå G′ , òàê ÷òî äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû G/H åñòü
ãîòîâàÿ ìîäåëü. Åñëè æå H åñòü ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, òî îïèñàíèå
ôàêòîð-ãðóïïû G/H òðåáóåò îòäåëüíîãî ðàçãîâîðà.
2.3 Ïîäãðóïïû è ôàêòîð-ãðóïïû ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë.

Èçó÷èì, íàïðèìåð, ïîäãðóïïû è ôàêòîð-ãðóïïû ãðóïïû Z . Êàê áûëî çàìå÷åíî,
âñå ïîäãðóïïû H àáåëåâîé ãðóïïû Z ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, ïîýòîìó ôàêòîð-
ãðóïïà Z/H ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïîäãðóïïû H ⊆ Z .

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà H ãðóïïû Z èìååò âèä H = mZ = {mk}k∈Z äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà m > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîäãðóïïû H ⊆ Z ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå ÷èñëî m > 0 ,
ñîäåðæàùååñÿ â H . Ðàçäåëèì h ∈ H, h > 0 íà m . Ïîëó÷èì h = am + b , ãäå
b < m . Â ýòîì âûðàæåíèè è h è am ïðèíàäëåæàò H , îòêóäà è b ∈ H . Íî m
áûëî ïðåäïîëîæåíî íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùèõñÿ â
H , îòêóäà b = 0 , ò.å. h = am è, ñëåäîâàòåëüíî, H = mZ .

Ôàêòîð-ãðóïïà Zm = Z/mZ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m . Ýòó
ãðóïïó âû÷åòîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ìíîæåñòâî ïðèâåäåííûõ âû÷åòîâ
M = {0, 1, 2, . . . ,m− 1, } ñ íå âñåãäà îáû÷íûì ñëîæåíèåì: åñëè äëÿ a, b ∈ M ñóììà
a + b ≥ m , òî a + b = c , ãäå c åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ a + b íà m . Íàïðèìåð,
4 + 6 ≡ 3 (mod 7), 4 + 6 ≡ 2 (mod 8), 4 + 6 ≡ 1 (mod 9), 4 + 6 ≡ 0 (mod 10) .

Óäîáíåå, îäíàêî, ïðîñòî èìåòü äåëî ñî âñåìè öåëûìè ÷èñëàìè, òîëüêî ïîìíèòü,
÷òî äâà ÷èñëà äëÿ íàñ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè ðàçíîñòü ìåæäó íèìè äåëèò-
ñÿ íà m . Íàïðèìåð, 29 ≡ 5 (mod 4), 29 + 5 ≡ 2 (mod 4), 55 − 32 ≡ 3 (mod 4) . Ïî
ïîâîäó çàïèñåé ðåçóëüòàòîâ ñëîæåíèÿ (âû÷èòàíèÿ), çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå îòâåòà



5

åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé âû÷åò. Íàïðèìåð, õîòÿ âñå ðà-
âåíñòâà 55−32 ≡ 23 (mod 4), 55−32 ≡ 19 (mod 4), 55−32 ≡ 7 (mod 4), 55−32 ≡ −1
(mod 4), 55−32 ≡ −9 (mod 4) âåðíû, îòâåòîì ðàçóìíî ñ÷èòàòü 55−32 ≡ 3 (mod 4) .

Ãðóïïà âû÷åòîâ Zm ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì 1. Ïîðÿäîê
ýòîé ãðóïïû ðàâåí m .

Òåîðåìà 3. Åñëè m = pq , ãäå p è q âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà (ò.å. íå èìåþùèå
îáùèõ äåëèòåëåé), òî Zm = Zp

⊕
Zq .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî ëåììó.
Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé H = {ap+ bq

∣∣ a, b ∈ Z} îáðàçóåò
ïîäãðóïïó â Z Îáðàçóþùàÿ d > 0 ýòîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì
äåëèòåëåì ÍÎÄ (p, q) . Â ÷àñòíîñòè, åñëè p è q âçàèìíî ïðîñòû, òî íàéäóòñÿ öåëûå
÷èñëà a, b ∈ Z , òàêèå, ÷òî ap + bq = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Â ñèëó òåîðåìû 2, ïîäãðóïïà H èìååì âèä H = dZ, d >
0 . Ïðîâåðèì, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ ÍÎÄ (p, q) . Åñëè ïîëîæèòü a = 1, b = 0 , òî ïîëó÷àåì,
÷òî p ∈ H = dZ , ÷òî îçíà÷àåò d äåëèò p . Àíàëîãè÷íî d äåëèò q , ò.å. d ÿâëÿåòñÿ
îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë p è q .

×èñëî d ïðèíàäëåæèò H , è ïîòîìó îíî èìååò âèä d = αp + βq äëÿ íåêîòîðûõ
öåëûõ ÷èñåë α, β ∈ Z . Ïóñòü, òåïåðü, öåëîå ÷èñëî z äåëèò è p è q . Òîãäà z äåëèò
d = αp + βq , ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó.

Âåðíåìñÿ ê òåîðåìå 3. Â ñèëó ëåììû 1 íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà α è β , òàêèå, ÷òî
αp + βq = 1 . Òîãäà êàæäîå öåëîå ÷èñëî x ∈ Z çàïèøåòñÿ â âèäå

x = xαp + xβq (2)

è, â ÷àñòíîñòè,
x ≡ xαp mod q è x ≡ xβq mod p. (3)

Ñîïîñòàâèì, òåïåðü, âû÷åòó x mod pq ∈ Zpq ïàðó âû÷åòîâ x mod p ∈ Zp è x
mod q ∈ Zq . Ýòî ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëÿåò ãîìîìîðôèçì (ïðîâåðèòü!) θ : Zpq → Zp ⊕
Zq . Ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì "íà". Â ñàìîì äåëå, åñëè s, t åñòü âû÷åòû
ïî mod p è mod q , ñîîòâåòñòâåííî, òî ðàññìîòðèì öåëîå ÷èñëî k = sβq + tαp . Â
ñèëó (3), äëÿ ýòîãî ÷èñëà èìååì k mod p ≡ sβq mod p ≡ s mod p è, àíàëîãè÷íî,
k mod q ≡ tαp mod q ≡ t mod q , ÷òî îçíà÷àåò θ(k) = (s, t) , ò.å., â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè s è t , îòîáðàæåíèå θ äåéñòâèòåëüíî åñòü îòîáðàæåíèå "íà".

Íàêîíåö, åñëè äëÿ x ∈ Zpq èìååì θ(x) = 0 , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x äåëèòñÿ è íà p
è íà q . Íî â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (2) x = xαp+xβq äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òîãî, ÷òî x äåëèòñÿ íà pq , ò.å. x ≡ 0 mod pq . Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî ãîìîìîðôèçìà θ
ðàâíî 0 è ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ãðóïïû Zpq íà ãðóïïó Zp⊕Zq .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåêöèÿ 3.

3.1 Çíà÷åíèå ìàòðè÷íûõ ãðóïï.
Ìàòðè÷íûå ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå âàæíûé êëàññ ãðóïï ïî ñëåäó-

þùèì ñîîáðàæåíèÿì.
1. Ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ ãðóïïà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîäãðóïïà íåêîòîðîé

ìàòðè÷íîé ãðóïïû.
2. Èìååòñÿ ðàçâèòîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå èññëåäîâàíèÿ ìàòðèö.
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3. Ìàòðè÷íûå ãðóïïû è èõ ôàêòîð-ãðóïïû (=îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿ-
þòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå è àíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêå.

4. Ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ρ ýòîé ãðóï-
ïû â íåêîòîðóþ ìàòðè÷íóþ ãðóïïó. Ýëåìåíòû ãðóïïû g ∈ G ìîæíî òîãäà ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ìàòðèöû è ïîäêëþ÷àòü ê èññëåäîâàíèþ ñòðîåíèÿ ãðóïïû ðàçíîîáðàçíûå
ìàòðè÷íûå èíâàðèàíòû. Âàæíåéøèì èç òàêèõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåä Tr ìàò-
ðèöû � ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Âîçíèêàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå
G , χ(g) = Tr (ρ(g)) , íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ïðåäñòàâëåíèÿ ρ , à ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ
ãðóïïû G ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâíîé àïïàðàò èçó÷åíèÿ ñòðîåíèÿ ãðóïï.
3.2 Êîëüöà è ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè, ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùèìè ðÿäó åñòåñòâåííûõ àêñèîì.

I. Ìíîæåñòâî R åñòü àáåëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
II. Ìíîæåñòâî R åñòü ïîëóãðóïïà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â R àññîöèàòèâíà: (ab)c = a(bc) .
III. Óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ:

c(a + b) = ca + cb; (a + b)c = ac + bc

äëÿ âñåõ a, b, c ∈ R .
Ñóùåñòâîâàíèå 1 â êîëüöå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Åñëè óìíîæåíèå

êîììóòàòèâíî (ò.å. ab = ba ), òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì. Êîììóòà-
òèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ïîëåì, åñëè ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
R∗ = R \ {0} îáðàçóåò ãðóïïó.

Ïðèìåðû êîëåö: 1) Z,Q,R,C ;
2) äëÿ ëþáîãî êîëüöà K ôîðìàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

P (X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a1X + a0, ãäå ai ∈ K

îáðàçóþò êîëüöî K[X] ;
3) ôóíêöèè íà ëþáîì ìíîæåñòâå M ñ çíà÷åíèÿìè â ëþáîì êîëüöå K îáðàçóþò

êîëüöî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé (f + g)(x) = f(x) + g(x) è (fg)(x) = f(x)g(x) . Õî-
ðîøèå êëàññû ôóíêöèé, îáû÷íî, îáðàçóþò êîëüöà, íàïðèìåð, êîëüöî íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, êîëüöî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, êîëüöî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûõ (ãëàäêèõ) ôóíêöèé è ò.ï.;

4) êâàäðàòíûå n×n ìàòðèöû M(n,K) ñ ýëåìåíòàìè èç ëþáîãî êîëüöà K îáðà-
çóþò êîëüöî;

5) åñëè A � àáåëåâà ãðóïïà c ïðîèçâîëüíîé äîïîëíèòåëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé, òî ãîìîìîðôèçìû f : A → A , ñîõðàíÿþùèå ýòè äîïîëíèòåëüíûå ñòðóê-
òóðû, îáû÷íî îáðàçóþò êîëüöî, îáîçíà÷àåìîå Hom(A,A) è íàçûâàåìîå êîëüöîì ýí-
äîìîðôèçìîâ. Ïðîèçâåäåíèå f : A → A è g : A → A åñòü êîìïîçèöèÿ (ñóïåðïîçè-
öèÿ, ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ) (g ◦ f)(x) = g(f(x)) ;

6) êîëüöî ìàòðèö M(n,K) , ãäå K � ïîëå, ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîëüöîì
ýíäîìîðôèçìîâ n -ìåðíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Kn , åñëè ñîïîñòàâèòü
ëèíåéíîìó îïåðàòîðó f : Kn → K åãî ìàòðèöó â ñòàíäàðòíîì áàçèñå {ei =
(0, 0, . . . , 0, 1 (i− å ìåñòî), 0, . . . , 0)} ;

7) âû÷åòû Zm îáðàçóþò êîëüöî îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî óìíîæåíèÿ: äëÿ
x, y ∈ Zm ïðîèçâåäåíèå âû÷åòîâ åñòü âû÷åò xy mod m . Ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò
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îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññå âû÷åòîâ, ò.ê. åñëè x ≡ x′ mod m, y ≡ y′modm , òî
èç x′y′ = (x′−x+x)(y′−y+y) = xy+(x′−x)y+x(y′−y)+(x′−x)(y′−y) ñëåäóåò, ÷òî
x′y′ îòëè÷àåòñÿ îò xy íà ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà m , è ïîòîìó x′y′ ≡ xy mod m .
3.3 Ãîìîìîðôèçìû êîëåö è èäåàëû.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé ôèëîñîôèåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ãîìîìîðôèçì êîëåö
f : R → R′ åñòü îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè: f(x + y) =
f(x) + f(y) : , f(xy = f(x)f(y)) äëÿ âñåõ x, y ∈ R . ßäðî Ker f = {x ∈ R

∣∣ f(x) = 0}
ãîìîìîðôèçìà êîëåö îáëàäàåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì.

Îïðåäåëåíèå. (ëåâûì) Èäåàëîì êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ïîäêîëüöî I ⊆ R , òàêîå,
÷òî aI ∈ I äëÿ ëþáîãî a ∈ R .

Ëåììà 2. ßäðî ãîìîìîðôèçìà êîëåö ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè I = Ker f , x � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ÿäðà, a � ëþáîé

ýëåìåíò èç R , òî f(a · x) = f(a) · f(x) = a · 0 = 0 , ò.å. ax ∈ I = Ker f .
Òàêæå êàê äëÿ ãðóïï, âåðíî è îáðàòíîå.
Òåîðåìà 4. Åñëè I ⊆ R �èäåàë, òî àáåëåâà ôàêòîð-ãðóïïà R/I åñòåñòâåííûì

îáðàçîì ïðåâðàùàåòñÿ â êîëüöî, òàêîå, ÷òî êàíîíè÷åñêèé ãîìîìîðôèçì θ : R →
R/I íà ôàêòîð-ãðóïïó ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êîëåö, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
èäåàë I .

Ìíîæåñòâî Ra = {xa}
∣∣ x ∈ R ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áûñòðî ïîëó÷àåìûì (ëåâûì)

èäåàëîì. Èäåàëû òàêîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.
Ïðèìåð. Èäåàëû êîëüöà Z ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîäãðóïïàìè. Ìû çíàåì, ÷òî

ïîäãðóïïû Z èìåþò âèä mZ . Íî ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî åñòü ãëàâíûé èäåàë, ïîðîæ-
äåííûé m . Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èäåàë êîëüöà Z ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ, åñëè êàæäûé åãî èäå-
àë � ãëàâíûé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî êîëüöî Z ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ.
Äðóãèì âàæíûì ïðèìåðîì êîëåö ãëàâíûõ èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

íàä ïîëåì.
Òåîðåìà 5. Êîëüöî K[X] ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì K ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ãëàâíûõ

èäåàëîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � èäåàë êîëüöà K[X] è P (X) ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé

ñòåïåíè, ñîäåðæàùèéñÿ â I . Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äåëåíèÿ óãîëêîì (àëãîðèòì Åâêëè-
äà), ëþáîé ýëåìåíò A(X) ∈ I ìîæíî, ïîñëå äåëåíèÿ íà P (X) ïðåäñòàâèòü â âèäå
A(X) = B(X)P (X) + Q(X) , ãäå ìíîãî÷ëåí Q(X) èìååò ñòåïåíü, ìåíüøóþ, ÷åì ñòå-
ïåíü P (X) . Òàê êàê I � èäåàë è P (X) ∈ I , òî ýëåìåíò B(X)P (X) ïðèíàäëåæèò
I , îòêóäà è ýëåìåíò Q(X) ïðèíàäëåæèò I . Íî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Q(X) ìåíüøå
ñòåïåíè P (X) , îòêóäà, ïî âûáîðó P (X) , ìíîãî÷ëåí Q(X) ìîæåò áûòü òîëüêî íó-
ëåì. Èòàê, ëþáîé ìíîãî÷ëåí A(X) ∈ I èìååò âèä A(X) = B(X)P (X) , ò.å. èäåàë I
ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì P (X) .

Ìû óæå ïðåäñòàâëÿåì ñåáå, ÷òî åñòü ôàêòîð-êîëüöî Zm = Z/mZ � êîëüöî âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m . Êîãäà ýòî êîëüöî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?

Òåîðåìà 6. Êîëüöî Zm ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà m ïðîñòîå
÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � ïðîñòîå ÷èñëî è x ∈ Zm íå ðàâíî íóëþ, ò.å. x íå
äåëèòñÿ íà m . Òîãäà x è m âçàèìíî ïðîñòû è èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî íàéòè
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ax + bm = 1 ñ öåëûìè a, b ∈ Z . Íî òîãäà ax ≡ 1 mod m ,
ò.å. âû÷åò a mod m åñòü îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ âû÷åòà x mod m . Ñëåäîâàòåëüíî,
Zm � ïîëå.
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Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíî, ÷òî Zm � ïîëå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, m íå åñòü
ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî m = pq , ãäå êàæäîå èç ÷èñåë p 6= 1, q 6= 1 . Â
÷àñòíîñòè, p è q ìåíüøå m è ïîòîìó íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà m . Ïåðåõîäÿ ê âû÷åòàì
ïî ìîäóëþ m ïîëó÷èì pq ≡ 0 mod m , ÷òî â ïîëå ìîæåò áûòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ, ò.å. â íàøåì ñëó÷àå � îäèí èç ñîìíîæèòåëåé
äåëèòñÿ íà m . Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Çàäà÷à. Ïîëå F èìååò òîëüêî äâà òðèâèàëüíûõ èäåàëà: {0} è F . Äîêàçàòü, ÷òî
êîììóòàòèâíîå êîëüöî R ñ 1 ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, åñëè îíî èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå
èäåàëû.

Çàäà÷à. Èäåàë I êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè I 6= R è íå ñóùå-
ñòâóåò èäåàëà J 6= I, J 6= R , ñîäåðæàùåãî I . Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-êîëüöî R/I
êîììóòàòèâíîãî êîëüöà ñ 1 ïî ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó I ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Çàäà÷à. Ìíîãî÷ëåí P (X) ∈ k[X] íàä ïîëåì k íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè
îí íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìåíüøåé ñòåïåíè. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè P (X) íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, òî ôàêòîð-êîëüöî k[X]/P (X) åñòü ïîëå.

Ïðèìåðû.
1) Åñëè k = Q , òî ïîëÿ, ïîëó÷åííûå ýòîé êîíñòðóêöèåé, íàçûâàþòñÿ ïîëÿìè

àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.
2) C = R[X]/X2 + 1 . Äåéñòâèòåëüíî, îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí X2 + 1

èìååò âèä bX + a , ãäå a, b ∈ R . Íî â ôàêòîð-êîëüöå R[X]/X2 + 1 èìååì X2 = −1 .
3.4 Ìîäóëè íàä êîëüöàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ìîäóëåì íàä êîëüöîì R íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà M , â êîòîðîé
îïðåäåëåíî óìíîæåíèå íà ýëåìåíòû êîëüöà R , óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ âñåõ a, b ∈
M, λ, µ ∈ R åñòåñòâåííûì ñâîéñòâàì:

1) (äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ) λ(a + b) = λa + λb ;
2) (äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ) (λ + µ)a = λa + µb ;
3) (àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà) λ(µa) = (λµ)a .
Äëÿ êîëüöà R ñ åäèíèöåé 1, R -ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ óíèòàðíûì, åñëè óìíî-

æåíèå íà 1 åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, 1 · a = a äëÿ âñåõ a ∈ M .
Îñíîâíîé ïðèìåð. Â ñëó÷àå, êîãäà êîëüöî R = k åñòü ïîëå, k -ìîäóëè íàçûâàþò-

ñÿ âåêòîðíûìè (èëè ëèíåéíûìè) ïðîñòðàíñòâàìè íàä k .
Ìîäåëüíûé ñëó÷àé âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä R èçó÷àëñÿ â 1-ì ñåìåñòðå. Îñíîâ-

íîå ïðåèìóùåñòâî âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ M íàä k � ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà â âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å. òàêîãî ñåìåéñòâà {ei ∈ M}n

i=1 (÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ðàç-
ìåðíîñòüþ dim M âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà M ) ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî
ëþáîé ýëåìåíò a ∈ M ïðåäñòàâëÿåòñÿ è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè

a = λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen, λ ∈ k. (4)
Â ÷àñòíîñòè, âûáîð áàçèñà ýêâèâàëåíòåí îòîæäåñòâëåíèþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
M ñ àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì kn , ñîñòîÿùåãî èç âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ
(λ1, λ2, . . . , λn) ÷èñåë èç ïîëÿ k .

Êàê îáû÷íî, ãîìîìîðôèçìîì R -ìîäóëåé f : M → M ′ íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì
ýòèõ àáåëåâûõ ãðóïï, f(a + b) = f(a) + f(b) , ïåðåñòàíîâî÷íûé ñ óìíîæåíèåì íà
ýëåìåíòû êîëüöà: f(λa) = λf(a) äëÿ âñåõ a ∈ M, λ ∈ R . Â ñëó÷àå âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ ãîìîìîðôèçì ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òàê êàê
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äëÿ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååì

f(
n∑

i=1

λiei) =
n∑

i=1

λif(ei),

òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êóäà ïåðåõîäÿò ýëåìåí-
òû áàçèñà ei . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A = (aij) , ñîñòîÿùàÿ èç êîîðäèíàò îáðàçîâ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ,

f(ei) =
m∑

j=1

ajie
′
j (5)

(çäåñü m � ðàçìåðíîñòü dim M ′ , {e′j}m
j=1 ) � áàçèñ â M ′ ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò

ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f . Ýòà ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ f â áàçèñàõ {ei}n

i=1, {e′j}m
j=1 .

Îáðàòíî, äëÿ äàííîé m × n ìàòðèöû A = (aij) ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k ïî
ôîðìóëå (5) ìîæíî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå f : M → M ′ ,
ìàòðèöåé êîòîðîãî ñëóæèò äàííàÿ ìàòðèöà. Åñëè ýëåìåíòû a ∈ îòîæäåñòâèòü ñ
íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ (λ1, λ2, . . . , λn)t â ðàçëîæåíèè (4), çàïèñàííûõ â ñòîëáåö, è
ïîñòóïèòü àíàëîãè÷íî äëÿ ýëåìåíòîâ f(a) , òî óêàçàííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:




a11 a12 . . . . . . a1n

a21 a22 . . . . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . . . . . . .







λ1

λ2

. . .

. . .
λn




Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð áàçèñà â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ M è M ′ ïîçâîëÿåò
îòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Homk(M, M ′) ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M â ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî M ′ ñ ìíîæåñòâîì ìàòðèö ðàçìåðà m × n
ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k . Â ÷àñòíîñòè, åñëè M = M ′ , ìû âèäèì, ÷òî ìíîæåñòâî
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà M â ñåáÿ (ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ) ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì (äàæå êîëüöîì) êâàäðàòíûõ n × n - ìàòðèö M(n,k) ñ
ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ k .

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîìó áàçèñó, ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ f ïðèíèìàåò âèä T−1AT , ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíîé èñõîäíîé ìàòðèöå ýòîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âûáîðå áàçèñà, â êîòîðîì ìàòðè-
öà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f ïðèìåò íàèáîëåå ïðîñòîé (êàíîíè÷åñêèé) âèä (íàïðèìåð,
äèàãîíàëüíûé). Ýòî � çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ìàòðèöû îïåðàòîðà ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ â ëèíåéíîé àëãåáðå.
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Ëåêöèÿ 4.

4.1 Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è ïåðåôîð-

ìóëèðóåì åãî â âèäå, óäîáíîì äëÿ îáîáùåíèé.
Ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îáû÷íî ïîäâîäÿò ÷åðåç çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè

ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè.
Ïðåäïîëîæèì íà îòðåçêå [a, b] äàíà ôóíêöèÿ f(x) ≥ 0 . Ðàññìîòðèì êðèâîëè-

íåéíóþ òðàïåöèþ T = {(x, y)
∣∣ 0 ≤ x ≤ f(x), x ∈ [a, b]} è íàéäåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ

ïëîùàäè ýòîé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äëèí åãî ñòîðîí. Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü � ïðèáëèæåíèå êðèâîëè-
íåéíîé òðàïåöèè ñòóïåí÷àòîé ôèãóðîé, ñîñòîÿùåé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äëÿ ýòîãî
âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáèåíèå σ îòðåçêà [a, b] íà íåîáÿçàòåëüíî ðàâíûå îò-
ðåçêè ñ êîíöàìè {a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b} , âûáåðåì òî÷êè ξi ∈ [xi−1, xi] è
ñîñòàâèì ñóììó

Iσ(f) =
n∑

i=1

f(ξi)∆xi, ãäå ∆xi = xi − xi−1 åñòü äëèíà îòðåçêà Ii = [xi−1, xi] (6)

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f , ñâÿçàííîé ñ ðàçáèåíèåì σ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ [a, b] ýòîé ôóíêöèè è âûáîðîì òî÷åê ξi ∈ Ii .

-

6

ξi

f(ξi)

a bx1 xi−1
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©©©©©

©©©©©
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©©©©©
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©©©©©

©©©©©

©©©©©

©©©©©

©©©©©

©©©©

r

©©©
©©©©

xi xn−1

Ðèñ. 1: Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà

Ðàññìàòðèâàÿ ðèñ. 19, ìû âèäèì, ÷òî ñëàãàåìîå f(ξi)∆xi èíòåãðàëüíîé ñóììû
åñòü ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà, â îñíîâàíèè êîòîðîãî ëåæèò îòðåçîê [xi−1, xi] è âû-
ñîòà êîòîðîãî ðàâíà f(ξi) . Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà (6) ãåîìåòðè÷åñêè
åñòü ïëîùàäü ñòóïåí÷àòîé ôèãóðû, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé êðèâîëèíåéíîé òðàïå-
öèè. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà÷åíèå ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè íàäî ðàññìàòðèâàòü âñå áîëåå ìåëêèå ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b] è ïûòàòüñÿ
íàéòè ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå ñóììû. Òî÷íîå
îïðåäåëåíèå � ñëåäóþùåå. Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè âûáåðåì â êà÷åñòâå ÷èñëà, îïðåäå-
ëÿþùåãî ìåëêîñòü ðàçáèåíèÿ σ , ÷èñëî diam σ = max

1≤i≤n
{∆xi} , êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü
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äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé σk íàçîâåì èçìåëü÷àþùåéñÿ,
åñëè lim

k→∞
diam σk = 0 .

Îïðåäåëåíèå. Åñëè äëÿ ëþáîé èçìåëü÷àþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçáèåíèé
{σk} (ò.å. êîãäà diam σk → 0 ) îòðåçêà [a, b] ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì
lim
k→∞

Iσk
(f) è ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà èçìåëü÷àþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

è âûáîðà òî÷åê ξi â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíûõ ñóìì, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b] , à ýòîò îáùèé ïðåäåë íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì
èíòåãðàëîì ôóíêöèè f íà [a, b] è îáîçíà÷àåòñÿ

∫ b

a

f(x) dx.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ(A) äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ [a, b] äëèíó (åñëè îíà
ñóùåñòâóåò) ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Òîãäà îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû, ñâÿçàííîé
ñ ðàçáèåíèåì σ = {Ii}n

i=1 îòðåçêà [a, b] íà îòðåçêè Ii = [xi−1, xi] , ìîæíî ïåðåïèñàòü
â âèäå

Iσ(f) =
n∑

i=1

f(ξi)µ(Ii), (7)

à âñå îñòàëüíîå â îïðåäåëåíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îñòàâèòü áåç èçìåíåíèÿ. Òåì
ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëà ïî ìåðå µ , êîòîðîå áóäåò
ñôîðìóëèðîâàíî íèæå.

4.2 Ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé è èíòåãðàë ïî ìåðå.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé µ , åñëè â íåì

âûäåëåíî ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ Σ , íàçûâàåìûõ èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè,
òàêîå, ÷òî

1) ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è âñ�å E èçìåðèìû;
2) åñëè A,B ∈ Σ (ò.å. èçìåðèìû), òî èçìåðèìû è âñå ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà:

(a) îáúåäèíåíèå A∪B ; (b) ïåðåñå÷åíèå A∩B ; (c) ðàçíîñòü A\B = {a ∈ A
∣∣ a 6= B} ;

3) äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ Σ îïðåäåëåíî íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî µ(A) ≥ 0 , íàçûâàåìîå ìåðîé ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî:

(àääèòèâíîñòü ìåðû) åñëè èçìåðèìûå ìíîæåñòâà A,B ∈ Σ íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) .

Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé äëÿ íàñ áóäåò îòðåçîê E = [a, b] , â
êîòîðîì èçìåðèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè íàçûâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâà îòðåçêà, èìåþùèå
äëèíó, à ìåðîé èçìåðèìîãî ïîäìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ äëèíà ýòîãî ïîäìíîæåñòâà.

Èçîáèëèå ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé äîñòàâëÿåò òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, ãäå
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé, ïðè êîòîðûõ ýòî ñîáûòèå ïðîèñõîäèò, ò.å. ìåðó ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ äàííîìó ñîáûòèþ). Íàïðèìåð, îñíîâíóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � åå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ìåðó íà ïîäìíîæåñòâàõ ïðÿìîé R , åñëè ïîëîæèòü äëÿ A ⊆ R ìåðà
µ(A) = âåðîÿòíîñòü p{ξ ∈ A} .

Îïðåäåëåíèå. Èçìåðèìûì ðàçáèåíèåì ïðîñòðàíñòâà E ñ ìåðîé íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîå ñåìåéñòâî σ = {Ai} èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ, ïîêðûâàþùåå E (ò.å. E = ∪

i
Ai ),

òàêîå, ÷òî ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ Ai ∩ Aj èìåþò ìåðó 0 (íàïðèìåð, ïóñòû). Èíòå-
ãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f íà E , ñâÿçàííîé ñ èçìåðèìûì ðàçáèåíèåì σ = {Ai}n

i=1
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è âûáîðîì òî÷åê ξi ∈ Ai íàçûâàåòñÿ ñóììà âèäà

Iσ(f) =
n∑

i=1

f(ξi)µ(Ai). (8)

Èìåÿ îïðåäåëåíèå èíòåãðàëüíîé ñóììû, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü èíòåãðàë îò ôóíê-
öèè êàê âûøå. Åäèíñòâåííî, ÷òî åùå íóæíî � ýòî îïðåäåëåíèå ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî E åñòü ïîäìíîæåñòâî àðèôìåòè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Rn (äëÿ íàøèõ ïðèëîæåíèé äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2 èëè
n = 3 ). Â ïðîñòðàíñòâå Rn îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå ρ(x, y) ìåæäó ëþáîé ïàðîé òî-
÷åê x, y ∈ Rn è ïîòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü äèàìåòð diamA ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
A ⊆ Rn êàê ìèíèìóì ðàññòîÿíèé ìåæäó ëþáîé ïàðîé òî÷åê x, y ∈ A , à çàòåì îïðå-
äåëèòü äèàìåòð diam σ ðàçáèåíèÿ σ = {Ai} êàê ìàêñèìóì äèàìåòðîâ diamAi

i
ýëå-

ìåíòîâ ýòîãî ðàçáèåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà çâó÷èò äîñëîâíî òàêæå,
êàê â ñëó÷àå îòðåçêà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî ïðîñòðàíñòâî (E, Σ, µ) ñ ìåðîé. Åñëè äëÿ ëþáîé èçìåëü-
÷àþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé {σk} (ò.å. êîãäà diam σk → 0 )
ìíîæåñòâà E ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì lim

k→∞
Iσk

(f) è ýòîò ïðåäåë íå
çàâèñèò îò âûáîðà èçìåëü÷àþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âûáîðà òî÷åê ξi â îïðå-
äåëåíèè èíòåãðàëüíûõ ñóìì, òî ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà ìíî-
æåñòâå E , à ýòîò îáùèé ïðåäåë íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ôóíêöèè f íà E ïî ìåðå
µ è îáîçíà÷àåòñÿ ∫

E

f dµ.

4.3 Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ ïî ìåðå.
I. Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà:

∫
E
(af + bg) dµ = a

∫
E

f dµ + b
∫

E
g dµ äëÿ ëþáûõ èíòå-

ãðèðóåìûõ íà E ôóíêöèé f è g , è ÷èñåë a, b ∈ R .
II. Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà: åñëè E = A ∪B , ãäå A è B èçìåðèìû è

µ(A ∩B = ∅) , òî ∫
E

f dµ =
∫

A
f dµ +

∫
B

f dµ .
III. Ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà: åñëè f(x) ≤ g(x) äëÿ âñåõ x ∈ E , òî∫

E
f dµ ≤ ∫

E
g dµ .

IV. Íîðìèðîâêà:
∫

E
1 dµ = µ(E) .

Âñå ýòè ñâîéñòâ ïðîâåðÿþòñÿ íà óðîâíå èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ïîñëå ÷åãî òðåáóå-
ìîå ñâîéñòâî èíòåãðàëà ïîëó÷àåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, êîãäà äèàìåòð ðàçáèåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê 0. Äîêàæåì, íàïðèìåð, àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà.

Ïóñòü σ = {Ei} � èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà E . Ðàññìàòðèâàÿ ïåðåñå÷åíèÿ
Ei ∩A, Ej ∩B , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçáèåíèå σ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ñåìåéñòâà σ1 =
{Ai}n

i=1 è σ2 = {Bj}m
j=1 , ãäå Ai ⊆ A, Bj ⊆ B . Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Iσ(f)

ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, Iσ(f) =
∑n

i=1 f(ξi)µ(Ai) +
∑m

j=1 f(ηj)µ(Bj) , ò.å.

Iσ(f) = Iσ1(f) + Iσ2(f),

ãäå σ1 åñòü èçìåðèìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà A , à σ2 åñòü èçìåðèìîå ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà B . Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì

∫

E

f dµ =

∫

A

f dµ +

∫

B

f dµ.
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4.4 Ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé è èíòåãðàëîâ ïî ìåðå.
I. Â ìîäåëüíîì ïðèìåðå îòðåçêà E = [a, b] , êîãäà èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà A ⊆

E � ýòî ïîäìíîæåñòâà, èìåþùèå äëèíó, à ìåðà µ(A) åñòü äëèíà A , èíòåãðàë ïî
ýòîé ìåðå åñòü îáû÷íûé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

II. Ìíîæåñòâî E ⊆ R2 åñòü îáëàñòü â R2 = {(x, y)} , îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé. Èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà � ýòî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ E , îãðàíè÷åí-
íûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè. Ìåðà µ(A) åñòü ïëîùàäü A . Èíòåãðàë ïî ýòîé ìåðå
íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ

∫∫
E

f(x, y) dxdy . Îáîçíà÷åíèå äëÿ
ýòîé ìåðû dµ = dxdy ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ìåðà ïðîèñõîäèò èç ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ
ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà êàê ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ñòîðîí. Ýòî îáîçíà÷åíèå îáëåã÷àåò
òàêæå âîñïðèÿòèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå.

III. Ìíîæåñòâî E ⊆ R3 åñòü òåëî â R3 = {(x, y, z)} , îãðàíè÷åííîå êóñî÷íî-
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ. Èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà � ýòî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ E , îãðà-
íè÷åííûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè; ìåðà µA åñòü îáúåì A . Èíòåãðàë ïî
ýòîé ìåðå íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ

∫∫∫
E

f(x, y, z) dxdydz .
Îáîçíà÷åíèå äëÿ ýòîé ìåðû dµ = dxdydz ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ìåðà ïðîèñõîäèò èç
ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ îáúåìà ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà êàê ïðîèçâåäåíèÿ äëèí ñòî-
ðîí. Ýòî îáîçíà÷åíèå îáëåã÷àåò òàêæå âîñïðèÿòèå ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â
òðîéíîì èíòåãðàëå.

IV. Ìíîæåñòâî L ⊆ R3 åñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R3 = {(x, y, z)} . Èçìå-
ðèìûå ïîäìíîæåñòâà � ýòî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ L , èìåþùèå äëèíó; ìåðà µA åñòü
äëèíà A . Èíòåãðàë ïî ýòîé ìåðå íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì (1-ãî ðîäà)
è îáîçíà÷àåòñÿ

∫
L

f(x, y, z) ds .
V. Ìíîæåñòâî P ⊆ R3 åñòü êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3 = {(x, y, z)} .

Èçìåðèìûå ïîäìíîæåñòâà � ýòî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ P , èìåþùèå ïëîùàäü; ìåðà
µA åñòü ïëîùàäü A . Èíòåãðàë ïî ýòîé ìåðå íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì
(1-ãî ðîäà) è îáîçíà÷àåòñÿ

∫∫
L

f(x, y, z) dσ .

Ëåêöèÿ 5.

Ñóùåñòâîâàíèå è âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî ìåðå.
Ñìûñë íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû: èíòåãðàë ïî ìåðå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé âñòðå-

÷àþùåéñÿ íà ïðàêòèêå ôóíêöèè.
Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f íà ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé E ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-

íåïðåðûâíîé íà E , åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå èçìåðèìîå ïîêðûòèå E =
⋃

Ei ìíî-
æåñòâà E , íà êàæäîì ýëåìåíòå Ei êîòîðîãî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Ëþáàÿ
îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé I�V ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðèðóåìîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå, îñòàëîñü óêàçàòü òîëüêî ìåòîäû
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ïðèìåðàõ I�V.

I. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ íà îòðåçêå [a, b] èçó÷àëîñü â 2-ì ñå-
ìåñòðå è îñíîâûâàëîñü íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà:

åñëè f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] è F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ
ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f íà ýòîì îòðåçêå (ò.å. F ′(x) = f(x) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b] ), òî

∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) = F (x)

∣∣b
a

(9)
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II. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïðÿìîóãîëüíèêó E = [a, b]×[c, d] ñâîäèòñÿ
ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó:

∫∫

[a,b]×[c,d]

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y) dy

}
dx (10)

Ýòà ôîðìóëà ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ äëÿ
èíòåãðàëüíîé ñóììû äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà, ñâÿçàííîé ñ åãî ðàçáèåíèåì íà ìàëåíüêèå
ïðÿìîóãîëüíèêè [xi−1, xi]× [yj−1, yj] :

∑
i,j

f(xi, yj)∆xi∆yj =
∑

i

{∑
j

f(xi, yj)∆yj

}
∆xi

III. Âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïðÿìîìó ïàðàëëåëåïèïåäó E = [a, b] ×
[c, d]× [p, q] ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðíîìó èíòåãðàëó:

∫∫∫

[a,b]×[c,d]×[p,q]

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

{∫ d

c

{∫ q

p

f(x, y, z) dz

}
dy

}
dx (11)

IV. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî êðèâîé L íàäî íà÷àòü ñ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëà îò 1, ò.å. ñ íàõîæäåíèÿ ôîðìóëû äëÿ äëèíû äóãè êðèâîé.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè −→r (t) =
(
x(t), y(t), z(t)

)
, t ∈

[α, β] , çàäàþùèå ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé L , ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûìè íà îòðåçêå [α, β] . Êðèâóþ ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè áóäåì íàçûâàòü ãëàäêîé êðèâîé.
Òî÷êó íà êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t áóäåì îáîçíà÷àòü M(t) .
Òàêèì îáðàçîì, −→r (t) åñòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M(t) , −→r (t) =

−−−−→
OM(t) , à âåêòîð −→r (t)

è òî÷êà M(t) èìåþò îäèíàêîâûå êîîðäèíàòû
(
x(t), y(t), z(t)

)
.

y

z

x

A

B

C

D

E

0

F

Ðèñ. 2: Äëèíà äóãè ïðèáëèæåííî åñòü äëèíà õîðäû .

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë äëèí ëîìàíûõ ëèíèé, âåðøèíû
êîòîðûõ ëåæàò íà ýòîé êðèâîé, êîãäà äëèíà íàèáîëüøåãî èç çâåíüåâ ëîìàíîé ëèíèè
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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Èíòóèòèâíî ÿñíî (è ýòî ìîæíî äîêàçàòü ôîðìàëüíî àêêóðàòíî), ÷òî ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ èìååò äëèíó â ñìûñëå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ò.å. óêàçàííûé ïðåäåë äëèí ëîìàíûõ
ëèíèé äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå äëèíû ãëàäêîé êðèâîé
íóæíî âçÿòü íåêîòîðîå ÷èñëî òî÷åê íà êðèâîé è ñîåäèíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè òî÷-
êè îòðåçêàìè. Ñóììà äëèí ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ äàñò íàì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
äëèíû êðèâîé. ×åì áîëüøå (äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíî ðàñêèäàííûõ) òî÷åê êðèâîé ìû
âîçüìåì, òåì ìåíüøå ñóììà äëèí çâåíüåâ ïîëó÷åííîé ëîìàíîé áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò
äëèíû êðèâîé. Â ÷àñòíîñòè,
äëèíà ìàëåíüêîé äóãè êðèâîé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà äëèíå õîðäû, ñòÿãèâàþ-
ùåé ýòó äóãó.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 2 äëèíà ∆s = |ÂB| äóãè ÂB êðèâîé ñ êîíöàìè A è B
áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà äëèíå îòðåçêà AB . Åñëè −→r (t) åñòü ïàðàìåòðèçàöèÿ
äàííîé êðèâîé, è −→

OA = −→r (t) (ò.å. òî÷êà A ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t ), à−−→
OB = −→r (t + ∆t) (ò.å. òî÷êà B ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t + ∆t ), òî äëèíà
âåêòîðà |−→AB| = |−→r (t + ∆t)−−→r (t)| åñòü äëèíà îòðåçêà AB , ò.å.
äëèíà ∆s äóãè ÂB ≈ åñòü äëèíà âåêòîðà −→r (t + ∆t) − −→r (t) . Ñ÷èòàÿ, ÷òî
äëèíà äóãè îòñ÷èòûâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ðîñòà ïàðàìåòðà, ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî
ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà íà ∆t > 0 . Òîãäà ïîëó÷èì

∆s

∆t
≈

∣∣∣∣
−→r (t + ∆t)−−→r (t)

∆t

∣∣∣∣,

îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó êîãäà ∆t → 0 , ïîëó÷èì òî÷íîå ðàâåíñòâî

ds

dt
=

∣∣∣∣
d−→r (t)

dt

∣∣∣∣. (12)

Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè d−→r
dt

=
(
x′(t), y′(t), z′(t)

)
, è åñëè âñïîìíèòü, ÷òî

äëèíà âåêòîðà −→v ∈ R3 âû÷èñëÿåòñÿ ïî åãî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì −→v =
(
a, b, c

)

ïî ôîðìóëå |−→v | =
√

a2 + b2 + c2 , òî â ñèëó (12) èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé äëèíû äóãè ïî ïàðàìåòðó

ds

dt
=

∣∣∣∣
d−→r
dt

∣∣∣∣ =
√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) . (13)

è ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ äàåò ïðèáëèæåííîå ðàâåí-
ñòâî äëÿ äëèíû äóãè ∆si ó÷àñòêà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè M(ti) è M(ti + ∆ti) êðè-
âîé:

∆si

∆ti
≈

√
x′2(ti) + y′2(ti) + z′2(ti) èëè ∆si ≈

√
x′2(ti) + y′2(ti) + z′2(ti)∆ti. (14)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé äëèíû äóãè (13), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ,
ïðèâîäèò ê ôîðìóëå äëÿ ñàìîé äëèíû äóãè:

s =

∫ β

α

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt (15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìóëà (14) óæå ëåãêî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà. Èìåííî ïóñòü σ = {α = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = β} �
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äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáèåíèå îáëàñòè ïàðàìåòðèçàöèè [α, β] . Â êà÷åñòâå òî÷êè γi ∈
[ti−1, ti] , ó÷àñòâóþùåé â îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíîé ñóììû, âîçüìåì, äëÿ ïðîñòîòû,
γi = ti è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ξi = M(ti) íà êðèâîé L . Ðàçáèåíèå
σ îòðåçêà [α, β] íà îòðåçêè Ii = [ti−1, ti] ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå σ′ êðèâîé L íà
äóãè Li = ̂M(ti−1),M(ti) , ãäå Li åñòü äóãà êðèâîé L , çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó òî÷êàìè
M(ti−1) è M(ti) . Äëÿ èíòåãðàëüíûõ ñóìì, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ðàçáèåíèÿìè, èìååì

Iσ′(f(x, y, z)) =
n∑

i=1

f(ξi)µ(Li) ≈
n∑

i=1

f(M(ti))
√

x′2(ti) + y′2(ti) + z′2(ti)∆ti =

= Iσ(f(x(t), y(t), z(t))
√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)),

îòêóäà ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì òî÷íîå ðàâåíñòâî
∫

L
f(x, y, z) ds =

∫ β

α
f(x(t), y(t), z(t))

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt . (16)

Äðóãîå ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (12) ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
t , îïðåäåëÿþùåãî ïîëîæåíèå òî÷êè M(t) íà êðèâîé, áåðåòñÿ äëèíà s îòðåçêà êðèâîé
îò åå íà÷àëà M(α) äî òî÷êè M(t) . Âîçíèêàþùàÿ òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòðèçàöèÿ
−→r (s) =

−−−−→
OM(t) íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîé. Åñëè âçÿòü â ðàâåíñòâå (12) íàòóðàëüíûé

ïàðàìåòð t = s , òî ds

dt
= 1 , îòêóäà

∣∣∣∣
d−→r
ds

∣∣∣∣ = 1 (17)

� äëèíà ïðîèçâîäíîé ðàäèóñà-âåêòîðà òî÷êè êðèâîé ïî äëèíå äóãè ðàâíà 1.
Ñëåäñòâèå. Âåêòîð −→τ =

d−→r
ds

ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê
êðèâîé, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà1.

V. Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè P íàäî íà÷àòü ñ âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò 1, ò.å. ñ íàõîæäåíèÿ ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé.

A. Ïëîùàäü íàêëîííîé ïëîñêîé îáëàñòè: ïëîùàäü îáëàñòè ∆ , ëåæàùåé â ïëîñ-
êîñòè, íå ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè xOy , ðàâíà ïëîùàäè åå ïðîåêöèè D íà ïëîñ-
êîñòü xOy , äåëåííîé íà cos θ , ãäå θ � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ëåæèò
îáëàñòü ∆ , è ïëîñêîñòüþ xOy :

µ(∆) =
µ(D)

cos θ
. (18)

Ïóñòü ñíà÷àëà îáëàñòü ∆ � ïðÿìîóãîëüíèê ñ ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ëè-
íèè ïåðåñå÷åíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ýòîé ëèíèè, êàê íà ðèñ. . Èìååì |A1B1| =
|AB| cos θ, |B1C1| = |BC| , îòêóäà µ(D) = |A1B1| · |B1, C1| = |AB| · |BC| cos θ =
µ(∆) cos θ, ÷òî äîêàçûâàåò ôîðìóëó (18) â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

Ïðîèçâîëüíóþ íàêëîííóþ ïëîñêóþ îáëàñòü ∆ ìîæíî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íî-
ñòè ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ∆̃ ìàëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ñòîðîíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ èëè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ýòîé ëèíèè. Îáîçíà÷èì

1Ãðå÷åñêàÿ áóêâà τ ÷èòàåòñÿ "òàó"
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Ðèñ. 3: Ïëîùàäü íàêëîííîé ïëîñêîé îáëàñòè.

÷åðåç D è D̃ ïðîåêöèè ýòèõ îáëàñòåé íà ïëîñêîñòü xOy . Èç òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî,

ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî µ(∆̃) =
µ(D̃)

cos θ
. Ïîýòîìó

µ(∆) ≈
ñêîëü óãîäíî òî÷íî

µ(∆̃) =
µ(D̃)

cos θ
≈

ñêîëü óãîäíî òî÷íî

µ(D)

cos θ
,

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà µ(∆) =
µ(D

cos θ
.

B. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè, èìåþùåé âèä ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòü P åñòü ãðàôèê íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîé (=ãëàäêîé) ôóíêöèè z = ϕ(x, y) , îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé
åñòü ïðÿìîóãîëüíèê D = [a, b]× [c, d] .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàëüøå ëåã÷å áûëî áû ñëåäèòü çà ðàññóæäåíèÿìè, ðàññìîòðèì
ðèñóíîê.

Íà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåí ôðàãìåíò ðàçáèåíèÿ σ ïðÿìîóãîëüíèêà D = [a, b]×
[c, d] íà ìàëåíüêèå ïðÿìîóãîëüíèêè Dij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj] , . Äëÿ êðàòêîñòè
îáîçíà÷èì ξij = (xi, yj) è ξ̃ij =

(
xi, yj, ϕ(xi, yj)

)
. Íà ðèñ. èçîáðàæåíû òî÷êè

A = ξ̃ij, B = ξij, C = ξ(i−1)j, E = ξi(j−1) .
Ðàçáèåíèþ σ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå σ̃ ïîâåðõíîñòè P íà êðèâîëèíåéíûå ÷å-

òûðåõóãîëüíèêè ∆ij � ÷àñòè ïîâåðõíîñòè P , ëåæàùèå íàä ïðÿìîóãîëüíèêàìè Dij .
Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ∆ij â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà ïëî-
ùàäè ó÷àñòêà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè P â òî÷êå A , òàêæå ïðîåêòèðó-
þùåãîñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèê Dij . Ïîýòîìó, â ñèëó äîêàçàííîé ôîðìóëû äëÿ ïëîùàäè
ïëîñêîé íàêëîííîé îáëàñòè, èìååì

µ(∆ij) ≈ µ(Dij)

cos θij

,

ãäå θij � óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè P â òî÷êå ξ̃ij è ïëîñ-
êîñòüþ xOy . Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
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Ðèñ. 4: Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü.

Iσ̃(f) =
∑
i,j

f(ξij)µ(∆ij) ≈
∑
i,j

f(ξij)
Dij

cos θij

(19)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû Iσ̃(f) ôóíêöèè f íà ïîâåðõíîñòè
P èìååì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

Iσ̃(f) =
∑
i,j

f(ξ′ij)µ(∆ij) ≈
∑
i,j

f(ξ̃ij)
µ(Dij)

cos θ(ξij)
= Iσ

(
f(x, y, ϕ(x, y))

cos θ

)
.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì
òî÷íîå ðàâåíñòâî

∫∫

P

f(x, y, z)dS =

∫∫

D

f(x, y, ϕ(x, y))
dxdy

cos θ
. (20)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû îñòàëîñü íàéòè ÿâíîå âûðàæå-
íèå äëÿ cos θ(ξij) . Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè íîðìàëü ê ãðàôèêó ôóíêöèè z = ϕ(x, y) â
òî÷êå ξ̃ij = (xi, yj, f(xi, yj)) . Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â òî÷êå ξ̃ij íàéòè
ïàðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ −→τ 1,

−→τ 2 è ðàññìîòðåòü èõ âåêòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå −→n = [−→τ 1,

−→τ 2] . Â ñàìîì äåëå, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [−→τ 1,
−→τ 2] ,

ïî îïðåäåëåíèþ, åñòü âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè, íàòÿíóòîé íà âåêòîðû
τ1 è τ2 , ò.å. â íàøåì ñëó÷àå � ïåðïåíäèêóëÿðíûé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì êðèâûå l1(t) = (xi+t, yj, ϕ(xi+t, yj)) è l2(t) = (xi, yj+t, ϕ(xi, yj+t)) íà
ãðàôèêå ôóíêöèè z = f(x, y) . Èõ êàñàòåëüíûå âåêòîðû åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, τ1 =
(
1, 0,

∂ϕ

∂x
(xi, yj)

)
è τ2 =

(
0, 1,

∂ϕ

∂y
(xi, yj)

)
. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ −→a è −→
b âû÷èñëÿåòñÿ ïî äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì −→a = (a1, a2, a3) ,

−→
b =



19

(b1, b2, d3) ýòèõ âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå

−→a ×−→b =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
,

ãäå −→i ,
−→
j ,
−→
k � åäèíè÷íûå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû îñåé Ox, Oy,Oz . Ïîýòîìó â êà-

÷åñòâå íîðìàëè −→n ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

−→n =

∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

1 0 ∂ϕ
∂x

0 1 ∂ϕ
∂y

∣∣∣∣∣∣∣
.

Ðàñêëàäûâàÿ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïîëó÷àåì

−→n = −∂ϕ

∂x

−→
i − ∂ϕ

∂y

−→
j +

−→
k . (21)

Äëèíà ýòîãî âåêòîðà íîðìàëè ðàâíà |−→n | =
√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
.

Îòñþäà, ïî ôîðìóëå cos
ˆ

(
−→
a ,
−→
b ) =

(
−→
a ,
−→
b )

|−→a ||−→b |
äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó âåê-

òîðàìè ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ, èìååì cos θij =
(−→n ,

−→
k )

|−→n ||−→k |
=

1√
1 +

(
∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
. Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â ýòèõ ôîðìóëàõ âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷-

êå ξij = (xi, yj) .
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ cos θij â (19) ïîëó÷àåì
Iσ̃(f) ≈ ∑

i,j f(xi, yj, ϕ(xi, yj))
√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2
(xi, yj) =

= Iσ

(
f(x, y, ϕ(x, y))

√
1 +

(
∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2)
. Íàêîíåö, ïåðåõîäÿ â ýòîì ïðèáëèæåííîì

ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó, êîãäà äèàìåòð ðàçáèåíèÿ diam σ → 0 , ïîëó÷àåì

∫∫

P

f(x, y, z)dS =

∫∫

D

f(x, y, ϕ(x, y))

√
1 +

(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

dxdy. (22)

�ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè P , ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì
ãëàäêîé ôóíêöèè z = ϕ(x, y) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D ⊆ R2.

Ñëåäñòâèå. Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè P , ÿâëÿþùåéñÿ ãðà-
ôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè z = ϕ(x, y) :

µ(P ) =

∫∫

D

√
1 +

(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

dxdy. (23)
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Ëåêöèÿ 5.

Ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ìåðå.
5.1 Âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèÿ àääèòèâíîé âåëè÷èíû ïî åå ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Âåëè÷èíà (ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ) A íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé, åñëè
A(U ∪ V ) = A(U) + A(V ) äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû (ôóíêöèè ìíîæåñòâ) A íà
ïðîñòðàíñòâå ñ ìåðîé (E, Σ, µ) â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ

ρA(x) = lim
diam D→0

x∈D

A(D)

µ(D)
. (24)

×àñòî èñïîëüçóåìûì ñâîéñòâîì ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

A(D) ≈ ρ(ξ)µ(D) äëÿ ëþáîé òî÷êè ξ ∈ D . (25)

Òåîðåìà. Çíà÷åíèå àääèòèâíîé âåëè÷èíû A íà èçìåðèìîì ïîäìíîæåñòâå D ⊆ E
åñòü èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ρ(x) ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû íà E :

A(D) =

∫

D

ρ(x) dµ. (26)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ðàçáèåíèÿ σ = {Di}n
i=1 ìíîæåñòâà D

íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà è ëþáûõ òî÷åê ξi ∈ Di , â ñèëó àääèòèâíîñòè
âåëè÷èíû A è â ñèëó (25), áóäåì èìåòü:

A(D) =
n∑

i=1

A(Di) ≈
n∑

i=1

ρ(ξi)µ(Di) = Iσ(ρ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ýòîì ïðèáëèæåííîì ðàâåíñòâå, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

(a) Ìàññà ñòåðæíÿ, îáîëî÷êè, òåëà åñòü èíòåãðàë, ñîîòâåòñòâåííî, îò ëèíåéíîé
ïëîòíîñòè ñòåðæíÿ, ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè îáîëî÷êè, îáúåìíîé ïëîòíîñòè òåëà.

(b) Ïîëíûé çàðÿä ñòåðæíÿ, îáîëî÷êè, òåëà åñòü èíòåãðàë, ñîîòâåòñòâåííî, îò ëè-
íåéíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â ñòåðæíå, ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â îáîëî÷êå, îáúåìíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ â òåëå.

5.2 Ðàñïðîñòðàíåíèå îïðåäåëåíèé â ìåõàíèêå è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ
äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ íà íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.

A. Ìåõàíèêà.
Ñòåðæåíü, îáîëî÷êà, òåëî àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê {(ξ,mi)}n
i=1 . Åñëè èçó÷àåìîå ïîíÿòèå èçâåñòíî äëÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû ìàòåðè-

àëüíûõ òî÷åê, òî åãî îïðåäåëåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñòåðæåíü, îáîëî÷êó, òåëî
ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, êîãäà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâà-
åòñÿ.

Ïðèìåð. Ìîìåíò èíåðöèè îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî òî÷êè T = (a, b, c) ∈ R3 .
Ðàññìîòðèì îáîëî÷êó êàê ïîâåðõíîñòü P ⊆ R3 ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ

ρ(x, y, z) , âîçüìåì äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáèåíèå σ = {∆i} ïîâåðõíîñòè P íà èç-
ìåðèìûå (=èìåþùèå ïëîùàäü) ïîäìíîæåñòâà ∆i è âûáåðåì òî÷êè ξi ∈ ∆i . Åñëè
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ðàçáèåíèå σ äîñòàòî÷íî ìåëêîå, òî äàííàÿ îáîëî÷êà, êàê ìàòåðèàëüíîå òåëî, õîðî-
øî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê {(ξi,m(∆i))} . Ìîìåíò èíåðöèè
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî òî÷êè T ðàâåí

n∑
i=1

d2(ξ, T )m(∆i) ≈
n∑

i=1

d2(ξi, T )ρ(ξi)µ(∆i)

â ñèëó îñíîâíîãî ñâîéñòâà (25) ïëîòíîñòè; çäåñü d(A,B) � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷-
êàìè A,B ∈ R3 . Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò èíåðöèè îáîëî÷êè IT (P ) ïðèáëèçèòåëü-
íî ðàâåí èíòåãðàëüíîé ñóììå Iσ(d2(ξ, T )ρ(ξ)) , ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê ïðåäåëó, êîãäà
diam σ → 0 , ïðèâîäèò ê òî÷íîé ôîðìóëå

IT (P ) =

∫∫

P

d2(ξ, T )ρ(ξ) dS.

Òî÷íî òàêæå âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû òèïà
∫

L

−→r (ξ)ρ(ξ) ds

� ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñòåðæíÿ, èìåþùåãî ôîðìó êðèâîé L ⊆ R è ïëîòíîñòü ρ(ξ)

â òî÷êå ξ ∈ L (çäåñü
−→
( ξ) � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ξ ) è

∫∫∫

V

d2(ξ, L)ρ(ξ)dxdydz

� ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè L òåëà V ⊆ R3 ñ ïëîòíîñòüþ ρ(ξ) â òî÷êå
ξ ∈ V ; çäåñü d(ξ, L) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ξ äî îñè L .

B. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Âñÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîñðåäîòî÷åíà â ôóíêöèè åå

ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(x) = âåðîÿòíîñòü p{ξ < x} èëè, ÷òî áîëåå óäîáíî, â åå ïëîòíîñòè
p(x) = Φ′(x) . Ïîýòîìó íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ ìîæíî àïïðîêñèìèðî-
âàòü äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ησ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ñõåìîé.

Âîçüìåì äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê [−M,M ] , äîñòàòî÷íî ìåëêîå ðàçáè-
åíèå σ = {x0 = −M < x1 < x2 < · · · < xn = M} ýòîãî ïðîìåæóòêà è âûáåðåì
òî÷êè ξi ∈ (xi−1, xi) . Îïðåäåëèì äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíà ησ , ñ÷èòàÿ, ÷òî
îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ξ0 = −M ñ âåðîÿòíîñòüþ π(ξ0) = Φ(−M) , çíà÷åíèå ξi �
ñ âåðîÿòíîñòüþ π(ξi) = Φ(xi) − Φ(xi−1) , 1 ≤ i ≤ n , è çíà÷åíèå ξn+1 = M � ñ
âåðîÿòíîñòüþ π(ξn+1) = 1− Φ(M) .

Ïðèìåíåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (=ñðåäíåå çíà÷åíèå) äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ησ ðàâíî

M(ησ) =
n+1∑
i=1

ξiπ(ξi) =
n+1∑
i=1

ξiµ((xi−1, xi]) = Iσ(ξ).

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, êîãäà diam σ → 0 , à M →∞ ïðèâîäèò ñ ñëåäóþùåé ôîðìóëå
äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

M(ξ) =

∫ +∞

−∞
ξ dΦ =

∫ +∞

−∞
xp(x) dx.
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Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå ñóììû Iσ(ξ) èìåþò ñòðóêòóðó, îòëè÷íóþ îò ñòàí-
äàðòíîé äëÿ íàñ:

Iσ(ξ) =
n+1∑
i=0

ξiµ({x
∣∣xi−1 < x ≤ xi}),

ò.å. èñõîäíîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ èäåÿ ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà íå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, à îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ðå-
àëèçàöèÿ ýòîãî ïîäõîäà, ïðèíàäëåæàùàÿ Ëåáåãó, ïðèâîäèò ê áîëåå îáùåìó ïîíÿòèþ
èíòåãðàëà, ÷åì ñõåìà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ìåðå, äàííàÿ âûøå; ýòîò èíòåãðàë
ïî ìåðå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ÷èñòîé
ìàòåìàòèêå â ñèëó, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿþùåãîñÿ ñâîéñòâà ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

lim
n→∞

∫

E

fn dµ =

∫

E

lim
n→∞

fn dµ.

Äëÿ èíòåãðàëà, ðàññìîòðåííîãî âûøå, íàçûâàåìîãî èíòåãðàëîì Ðèìàíà, ñâîéñòâî
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà âûïîëíÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî
äëÿ òàê íàçûâàåìîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé. Òàê êàê
â ïðèëîæåíèÿõ, êàê ïðàâèëî, èíæåíåðàì íå ïðèõîäèòñÿ çàíèìàòüñÿ ïðåäåëüíûìè
ïåðåõîäàìè, òî äëÿ èõ ðàáîòû äîñòàòî÷íî çíàêîìñòâà ñ áîëåå ïðîñòûì ïîíÿòèåì
èíòåãðàëà Ðèìàíà.

Ëåêöèÿ 6.

6.1 Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà.
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà è ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà ÿâëÿ-

þòñÿ èíòåãðàëàìè îò ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îíè èìåþò âàæíûå ôèçè÷åñêèå
ïðèëîæåíèÿ.

Çàäà÷à. Íàõîæäåíèå ðàáîòû ïðè äâèæåíèè â ïåðåìåííîì ïîëå ñèë.
Ïðåäïîëîæèì òî÷êà äâèæåòñÿ âäîëü êðèâîé L ⊆ R3 â ïåðåìåííîì ïîëå ñèë.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå M ∈ L äåéñòâóåò ñèëà −→
F (M) , âåëè÷èíà

è íàïðàâëåíèå êîòîðîé ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Êàê íàéòè ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ
ïðè ýòîì äâèæåíèè?

Ðàçîáüåì êðèâóþ íà êóñêè σ = {Li}n
i=1 , äîñòàòî÷íî ìåëêèå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷è-

òàòü, ÷òî ïîëå ñèë âäîëü Li â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿííî è ðàâíî −→
F (ξi) , ãäå

ξi ∈ Li � íåêîòîðàÿ (ëþáàÿ) òî÷êà ýòîãî ó÷àñòêà Li êðèâîé. Ðåàëüíóþ ðàáîòó ïî
ïåðåìåùåíèþ âäîëü êðèâîé ñîâåðøàåò òîëüêî ïðîåêöèÿ (

−→
F ,−→τ )−→τ ñèëû −→

F íà êà-
ñàòåëüíóþ ê êðèâîé â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå; çäåñü −→τ � åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé
âåêòîð ê êðèâîé, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ, à (

−→
a ,
−→
b ) åñòü ñêàëÿðíîå ïðî-

èçâåäåíèå âåêòîðîâ −→a è −→
b . Ïîýòîìó, ïî ïðèíöèïó "ðàáîòà åñòü âåëè÷èíà ñèëû,

óìíîæåííàÿ íà ïóòü", âäîëü ó÷àñòêà Li êðèâîé ðàáîòà ïîëÿ ñèë ïðèáëèçèòåëüíà
ðàâíà (

−→
F ,−→τ )(ξi)µ(Li) , ãäå µ(Li) = äëèíà Li . Ñîîòâåòñòâåííî, ðàáîòà ïîëÿ ñèë ïðè

äâèæåíèè âäîëü êðèâîé L ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà
n∑

i=1

(
−→
F , τ)(ξi) = Iσ(

−→
F , τ) . Ïåðåõîäÿ

â ýòîì ðàññóæäåíèè ê ïðåäåëó, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì òî÷íîå ðàâåíñòâî:

Ðàáîòà ïîëÿ ñèë −→
F âäîëü êðèâîé L =

∫

L

(
−→
F ,−→τ ) ds.
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Îïðåäåëåíèå. Êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà
∫

L

(
−→
F ,−→τ ) ds,

ãäå −→F âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé L ⊆ R3 , à −→τ åñòü ïîëå åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ âäîëü êðèâîé L , îïðåäåëåííîå íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ (îðèåíòàöèåé) íà
ýòîé êðèâîé.

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè −→
F èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëå ñèë, òî êðèâîëèíåéíûé èíòå-

ãðàë
∫

L
(
−→
F ,−→τ ) åñòü ðàáîòà ýòîãî ïîëÿ ñèë ïðè äâèæåíèè âäîëü êðèâîé L â íàïðàâ-

ëåíèè −→τ . Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ 1) ïîëÿ ýëåêòðè÷åñêîé íàïðÿæåííîñòè −→
E , 2) ïîëÿ

ñêîðîñòåé −→v òå÷åíèÿ æèäêîñòè, 3) ïîëÿ ñêîðîñòåé −→
V òå÷åíèÿ ãàçà, êðèâîëèíåé-

íûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà âûðàæàåò 1) ý.ä.ñ. êîíòóðà L , 2)-3) ðàáîòó ïðè ïåðåìåùåíèè
âäîëü êðèâîé L â ïîòîêå æèäêîñòè èëè ãàçà.

6.2 Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà.
Çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïðîèñõîäèò ïî

ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé ôîðìóëå, ÷åì âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà â
îáùåì ñëó÷àå. Â ñàìîì äåëå, êàñàòåëüíûé âåêòîð, ñâÿçàííûé ñ ïàðàìåòðèçàöèåé−→r = (x(t), y(t), z(t)) êðèâîé L åñòü âåêòîð ñêîðîñòè −→r ′ = (x′(t), y′(t), z′(t)) , èìåþ-
ùèé äëèíó |−→r ′| =

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) , ïîýòîìó åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð

−→τ =
−→r ′

|−→r ′| =
1√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)
(x′(t), y′(t), z′(t)).

Ïóñòü −→
F = (

−→
F x,

−→
F y,

−→
F z) � êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü âåêòîðà −→

F . Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ −→τ â èíòåãðàë

∫
L
(
−→
F ,−→τ ) â ìîìåíò åãî âû÷èñëåíèÿ ïî

ôîðìóëå (16) ïîëó÷àåì, ÷òî
∫

L

(
−→
F ,−→τ ) ds =

∫ β

α

[Fxx
′(t) + Fyy

′(t) + Fzz
′(t)]dt (27)

� ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà âäîëü êðèâîé L ïî
ãëàäêîé ïàðàìåòðèçàöèè (x(t), y(t), z(t)), α ≤ t ≤ β ýòîé êðèâîé; íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ðîñòó ïàðàìåòðà.

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëåå èíôîðìàòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà:

∫

L

(
−→
F , τ) ds =

∫

L→

Fx dx + Fy dy + Fz dz,

ãäå ñòðåëêà ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñëåäóåò áðàòü ïàðàìåòðèçàöèè êðè-
âîé, ðîñò ïàðàìåòðà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âûáðàííîìó íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ
âäîëü êðèâîé.
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6.3 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà.
Çàäà÷à. Íàõîæäåíèå ïîòîêà æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ïîâåðõíîñòü P â åäè-

íèöó âðåìåíè â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëåííîì íåïðåðûâíûì ïîëåì íîðìàëåé −→n .
Ïðåäïîëîæèì ïîâåðõíîñòü P ⊆ íàõîäèòñÿ â ïîòîêå æèäêîñòè, ñêîðîñòü êîòîðîãî

â òî÷êå ξ ∈ P ðàâíà −→v (ξ) . Êàê íàéòè êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêøåé ÷åðåç ýòó
ïîâåðõíîñòü â åäèíèöó âðåìåíè?

Åñëè ïîâåðõíîñòü P åñòü ÷àñòü D ïëîñêîñòè ñ åäèíè÷íûì âåêòîðîì íîðìàëè
vectn îáëàñòü, à ñêîðîñòü òå÷åíèÿ îäíà è òà æå â êàæäîé òî÷êå M ∈ D è ðàâíà −→v , òî
î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì æèäêîñòè, ïðîòåêøåé ÷åðåç D â åäèíèöó âðåìåíè ðàâåí îáúåìó
íàêëîííîé ïðèçìû ñ îñíîâàíèåì D è äëèíîé ðåáåð |−→v | , ò.å. ïðèçìû ñ îñíîâàíèåì
D è âûñîòîé (−→v ,−→n ) . Îáúåì ýòîé ïðèçìû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè îñíîâàíèÿ
µ(D) íà âûñîòó (−→v ,−→n ) , ò.å. ýòîò îáúåì ðàâåí (−→v ,−→n )µ(D) .

Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü íà êóñêè σ = {Pi}n
i=1 , äîñòàòî÷íî ìåëêèå äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç Pi â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïîñòîÿííà
è ðàâíà −→v (ξi) , ãäå ξi ∈ Pi � íåêîòîðàÿ (ëþáàÿ) òî÷êà ýòîãî ó÷àñòêà Pi ïîâåðõ-
íîñòè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îáëàñòü Pi ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé è
ðàñïîëîæåííîé â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè T (ξi) ê ïîâåðõíîñòè P â òî÷êå ξi , èìå-
þùåé åäèíè÷íóþ íîðìàëü −→n (ξi) . Òîãäà, ïî çàìå÷åííîìó âûøå, îáúåì æèäêîñòè,
ïðîòåêøåé ÷åðåç ó÷àñòîê Pi , ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí (−→v ,−→n )(ξi)µ(Pi) . Îòñþäà, îáú-
åì æèäêîñòè, ïðîòåêøåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü P â íàïðàâëåíèè −→n ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâåí ∑

i=1

(−→v ,−→n )(ξi)µ(Pi) = Iσ((−→v ,−→n )).

Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàññóæäåíèè ê ïðåäåëó, êîãäà diam σ → 0 , ïîëó÷àåì òî÷íîå ðàâåí-
ñòâî:

êîëè÷åñòâî æèäêîñòè, ïðîòåêøåé ÷åðåç åäèíèöó âðåìåíè =

∫∫

P

(−→v ,−→n ) dS.

Îïðåäåëåíèå. Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì 2-ãî ðîäà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âèäà
∫∫

P

(−→v ,−→n ) dS,

ãäå −→v � âåêòîðíîå ïîëå íà ïîâåðõíîñòè P ⊆ R3 , à −→n åñòü íåïðåðûâíîå ïîëå åäè-
íè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ íà ïîâåðõíîñòè P , îïðåäåëÿþùåå íàïðàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü (îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè).

Ìû âèäèì, ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïîëå −→v èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëå ñêîðîñòåé
òå÷åíèÿ æèäêîñòè, òî ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 2-ãî ðîäà

∫∫
P
(−→v ,−→n ) dS åñòü êîëè÷å-

ñòâî æèäêîñòè (ïîòîê), ïðîòåêøåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü P çà åäèíèöó âðåìåíè. Ñîîò-
âåòñòâåííî, è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ −→v èíòåãðàë

∫∫
P
(−→v ,−→n ) dS íàçûâàåòñÿ

ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ −→v ÷åðåç ïîâåðõíîñòü P â íàïðàâëåíèè (åäèíè÷íûõ íîð-
ìàëåé) −→n .

6.4 Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà.
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî è â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà åãî âû÷èñëåíèå

ïðîèñõîäèò ïî ôîðìóëàì áîëåå ïðîñòûì, ÷åì âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
â îáùåì ñëó÷àå. Ïðîâåðèì ýòî äëÿ ïîâåðõíîñòè P , ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé
ôóíêöèè z = ϕ(x, y) .
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Êàê íàì èçâåñòíî (ñì. (21), åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè −→n , ñîíàïðàâëåííûé ñ
îñüþ Oz , èìååò êîîðäèíàòû

−→n =
1√

1 +
(

∂ϕ
∂x

)2
+

(
∂ϕ
∂y

)2

(
−∂ϕ

∂x
,−∂ϕ

∂y
, 1

)
.

Ïîýòîìó ïðè ïîäñòàíîâêå â âû÷èñëèòåëüíóþ ôîðìóëó (22) êâàäðàòíûå êîðíè ñîêðà-
òÿòñÿ è äëÿ −→v = (vx, vy, vx) ïîëó÷àåì:

∫∫

P

(−→v ,−→n ) dS =

∫∫

D

[−vx
∂ϕ

∂x
− vy

∂ϕ

∂y
+ vz]dxdy (28)

� ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ −→v = (vx, vy, vz) ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàôèêîì ãëàäêîé ôóíêöèè z = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D , â íàïðàâëå-
íèè "ñíèçó ââåðõ", ò.å. â íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþùåì ñ îñüþ Oz îñòðûé óãîë.


